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13.5. Un premier point de vue : Giulio Fagnano

13.5.1. La lemniscate de Bernoullj

quelques propriétés de bage de
ole équilatere (H) d’équation «?
tels que ]FM—F’M]=2 ot F(2,0) et F'(-
pole O et de puissance 1 (le cercle d’inver

sion est le cercle unité C, son écrityre
1 . . . .

complexe est z — = ), on obtient Ia lemniscate (L) d’équation
z

la lemniscate de Bernoulli? .
lorsqu’on prend I'hyperb

~yt =1, ensemble des points
V2, 0) et que I'on Opere une inversion de

dont la traduction €n coordonnées polaires est ;2 —

os26, ce qui donne également
, GM.G'M:% ot G(1/+/2,0) et G'(-1/+/2,0) sont Ie

s « foyers » de a lemniscate.

-_—

e point m syr hyperbole (H)
Par l'inversion de centre O, e cer
- Lecercle de diametre [Om]

de foyers F et F’ (

d’équation x? —yz =1) a pour image M sur L
cle d'inversion (dont le rapport est

le carré dy rayon) a pour rayon
a pour image la tangente & (H) passant parm, il est tangent § (L).
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Le fait que dans la méme transformation le cercle unité, dont les liens avec (H) sont
profonds, reste invariant laisse penser que des relations intimes doivent exister entre ces

deux objets. Par ailleurs lorsqu’on fait la simple opération z — ! un point de (C) reste
z

sur (C), un point de (H) va sur (L), un point de (L) va sur (H). Tout ceci est assez simple
3 vérifier.
Reprenons la définition polaire de (L) : #* = c0s26 et dérivons des deux cotés

r r

Ordr = —2d0sin20 = 46 = —— —dr = — dr=— dr

sin2¢ V1-cos?20 -4
en coordonnées polaires 'élément différentiel de longueur est donné par
ds* = dr? +r*d6* | soit pour (L) :

452 = A% +P2d0% = dr* + 17— 4dr2:>ds= ! dr ;
1 1—r 14

la longueur d’un arc OM(u) entre O et M « d’abscisse lemniscatique » # est donc

Posons cos26d=t, 0<:r<1, on a r=dt et coszﬁ—lﬁgﬁ ;(1+r) d'olt

1 . ‘ 1 :
cos@=——=+1+t ; de méme sin@=—=+1-1, soit en passant en coordonnées

5 NG

cartésiennes : x = £+t -1 puis avec

2 Ry
dszzdx%dyz{(“zt) L4=20) }iﬂ: LI~y

8i(1+1) 8i(1—1) 41(1-1%)

on obtient la longueur d’un arc s(u

):leL,OSuﬁl
290 1117

13.5.2. Division en deux arcs égaux

il

t>A(t)=—ot= dt = sdA
1+1 1+’ (1+}t)

12 2j W

Nous constatons que pour # dans [0;1] les arcs OM(u) et AM(A(u)) ont méme

Dans s sous la forme s( 0<u<1, faisons le changement de variable

13.5.2.1 I

longueur (A est le point de coordonnées (1;0)); lorsque u=A(), soit lorsque

u=+2-1, le point M2 1) sépare l'arc de lemniscate en deux partie de meéme
longueur.




13.5. Un premier point de vue : Giylio Fagnano

325

Ce point a pour coordonngeg x(v2 - 1) :%\/2 ~ \/§, y(2 - D= % 3v2 -4
constructibles 3 [a regle et ay compas ; en polaires op 4 C0s20 =2 1 O=3a 1
et r=y\2-1.

ICCOS—
COS4

2

» Nombreg

Fig. 60. Le point M, partage I'arc OA en deyx

parties égales, Jes autres sommets dy
Tectangle correspondent
& p

aux autres solutiong!
13.5.3. Division €n trois arcs égaux

Cette premiere étape don

ne 'idée de décou
S

PEr en trois partieg €gales maijs Jes choses
Ont un peu moins simples. Dans le cas précédent on est arrivé & couper en deux grice 3
i dr
Pégalite

e

v . . .
T il nous faut « au moins » troyyer une transformation
2 f 2
H1-r%) A1-2%)

I=>A(1) de sorte que ar 9

T E e oy encore avec lécrityre ep polaires
w/zfa-zZ) \/,1(1-,12)

a 2 da
Vit 1o At
En Poccurrence voici les diverses €tapes :

—_—

En fait cest analog

ue a linscription d’un carré

dans un cercle, le parametre t=+2 -1
Correspondant 3 Pangle 1=, /4 dans le cercle, Op a représenté sur I'hyperbole (H) le point my
inverse dy sommet M,
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1 :
ur les coordonnées X = \[- 1 yz—fz— 1 _f* en posant t=z" ¢ qul

w1-7* ; on vérifie que Varc OM(z) a pour longueur

* on repart $

1
donne x=—=% 1422, y=—F
i) )

jz du
0 1-u ,
e le changement de variable y2 . 2 soit r ——fi—bi’—
& vzt 0 J1-u
2 w2 dz dw

1-w" o o~ .
on pose ¥ d/ﬂ o e

1+w

z
on pose alors W= ———-—— , soit v =
& \Klier/l—zZ )(1+x/1+z2)

on effectu

7

dz dv : N
qui correspond a ce quon cherche.

et enfin )
1-z7* N1- v

Fig. 61. Division de la lemniscate en trois arcs égaux.

e sur (L) ; pour diviser e 3 il faut

court une distance doubl
era confondu avec z 'arc sera

z par
t u : lorsque ¢ S

En fait quand v avance,
de A avec un poin

repartir en sens inverse
divisé en 3 ;
e cas précédent

2
Ll qui va jouer le méme 16le que 4 dans 1

* on pose enfin W =
142

formation de Landen).
aut revenir en arriere en prenant ¥ = Z:

2 1—-\)2 2 2 1—22 V\]2
ut = s=2 SV 5, W=
1+ 14z 1—v

(trans
Maintenant il f

4
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2

, 1-22 , 1-7 (22+22~1)

comme y :ﬁ,onaenposant Z=2z".
+z

& el
1+2 (-2 +2z41)

* Cette équation se simplifie en Z4+622—8:O, ¢e qui donne 7= 2V3-3 ¢

Z2=\V2V3-3 = {23 _3 » 0,82537872 ; on en déduit que
18.5.3.1 y [1=V2V3-3 :Azo,4354205,
1+v24/3 -3 1+4243 -3

ainsi que Jes coordonnées x et Y :pourzona

13.5.3.2 X = 21\4/2«/’3‘—3\/2 +223-3 :-21—\“/2\/5—3\/2 ~2V2V3-3 etc.

construction i I regle et ay compas, ce qui montre que ces points sont biep
constructibles.

savoir la division par les nombres de Fermat premiers (2, 3, 5, 17,257 et 65537) et leurs
dérivés (produits et puissances) ; vojr [Eym] ou [Abe].

13.5.4. Une intervention d’Euler

intégrales précédentes avec lintégrale définissant arc Sinus : grace 3 Ia formule

d’addition sip a+b =sinacosb+sinbcosa=sina\/1—sin2b +sinbv1l-sin?, uis en
p

posant 4 =sing« a=arcsiny | V=8inb < b =arcsiny ,ona

er:f thf L lorsque r:u\/I—v2+vv1—u2.
0 0 01,2

177 1-/7

idé¢ - Todr
L'idée est alors de trouver une formuyle semblable pour Jes fonctions dy type | ——o

Oy1—#4

7

quelque chose comme IL:J. LJFJ‘ ar avec r=uN1-v? 4y 4 ;
Vi-rt Joy1_ 4

V14 Jo

malheureusement op trouve, lorsque 4 = Yoque r=2ul-4t alors que e

2uv1-4*
1+ u*

Cette piste débouche syr pas mal de choses (c’était d’ailleurs Iidée initiale d’Abel) que
ROus retrouverons en 13.1().

dédoublement donne une formule du type r=

([Hel, 2.2] pour les calculs).

13.6. Longueurs

Dans ce qui précede les divisions s'effectuent sans tenjr compte de la longueur de (L), au
méme titre que la division d’yp cercle peut se fajre Sans connaitre sopn périmetre
Puisqu’il s'agit uniquement d’opérations algébriques (en tout cas pour les cas 2, 3, S,
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et leurs dérivés). Pour aller plus loin la longueur de larc de (L) semble quand méme
assez nécessaire. Ce probleme est € fait lié a la résolution de Péquation du pendule,
aussi allons nous regarder cet exemple physique.

13.6.1. Les vraies périodes du pendule

Le pendule dont il s'agit icl n'est plus le pendule simple ol la masse de la tige est
considérée comme nulle : la masse rotale du pendule est 7, | centre de gravité est en G,
situé & une distance 5 de O. Le moment d’inertie du pendule par rapport a un axe

horizontal qui passerait par C est mk?, de sorte que Je moment d’inertie du pendule par

rapport a un axe horizontal passant pat O est m(i* + 1?).At=0le pendule est vertical,

3t quelconque on.a (5?\,5@) =0.

En égalant les moments d’inertie par rapport a O on 2 donc Véquation du mouvement
avec la loi de Newton -

2
m(h2 + leZ)é’g = —mghsin@ .
t

2 g2 2
On simplifie par hm - (h+7 ’dg: —gsinf, on pose h+% —/ dot on tire
t
4’6 . & .
l—d—Z— =—gsind. Prolongeons OG en P de sorte qué op=1, GP = . le point P est le
t

centre d’oscillation ou de percussion, | sappelle la jongueur du pendule simple
équivalent aul pendule composé.

Fig. 62. Le pendule composé.

20
ar

. . . o o hor
=—gsinf, multiplions des deux cOtés par —- et intégron®
t

Reprenons péquation

on tire immédiatement




13.6. Longueurs 329

2 2
1[%) :C~g(1~cosé’)<:>(§J :C'—%l—cosa).

Lorsque + =0, g=¢ (angle initial) , ? =0, soit C' =§(1~cosa) ; 'équation
t
définitive est alors

46

13.6.1.1 (
dt

2
) =§(c056’—cosa) .

, , . . 20
Posons maintenant [§: o, les formules de trigonométrie donnent 1-cosh = 2st§,

l'équation 13.6.1.1 devient -

2
ﬁ) =2a)2(sin23—sin2—ai):>ﬁ: 20 [sin22~sin2g
dr 2 2 At 2 2

1"'9 e

S wt=%t— Te———

2 Jo .o . 260
SIN” — —sin“ —

Jusque-la il n’y a rien de bien neuf.
Sur la Fig. 62 nous rajoutons le point N, projeté orthogonal de P sur (OA), le cercle (09!
de diameétre [AD], le point Q intersection de [NP] et (C') ; 'angle A’ZYQ est noté ¢ .

On a alors AN = I(1-cos@) = ZZSinZg lorsqu’on projette P sur (OA), mais également

AN = %AD(l —C0s2¢) = ADsin? ¢ = I(1-cos a)sinZg =2sin? %Sin2§

d’otr (les sinus sont tous pris positifs)

.0 .
SIN-=sin—sing.
2 2

Fig. 63. Le pendule et les fonctions elliptiques.
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. Coa .20 . 2@ o . L. .
Ceci donne sm25—5m2§:sm2—é~c052¢ et —2—:arcsm(smism¢) d’ot

v dt
Lintégrale se ramene a la premiere forme de Legendre u(@)= j —————— €N
01—k sin’ 1

posant (on ne prend que Ja valeur positive)

13.6.1.3 P =sin? 2 = b=sine
2 2

I est appelé le module et % est 'angle modulaire (pas mal de choses la-dessus en
physique dans [Gre] et sur [Wik, Fonczion_elliptique_de_]acobi]).

13.6.2. Premiere définition des fonctions elliptiques

Legendre 2 effectué les calculs numériques  de  ces intégrales au IMOyen de
développements €n série, lesquels sont en général tres rapidement convergents ; il en a
sorti des tables qui furent utilisées jusqu’a Papparition des ordinateurs. Par contre Abel
réalise Vinversion de ces intégrales en définissant les fonctions suivantes (nous utilisons
1a notation de C. Cudermann, quasiment identique  celle de Jacobi mais la traduction
est simple a faire dans celles d’Abel : @, f,F;ct [Abe] ainsi que [Whil).

0
Dans u(0)= j J-/, on pose g =am(u)=amu (amu = amplitude de 1),

01—k sin’ 1

soit

am # dl

l,l( amuy ) = E \/_———//'——/—’_’2—' s

0 1—k?sin” 1

et on définit ainsi plusieurs fonctions elliptiques :
cos( amu y=cnu,

(lire ¢, m, # €D détachant les lettres, on a également Pappellation cos amp),

sin(amu):snu , ,fl—lez sinz(amu) =dnu ;

Jorsquil y 2 ambiguité sur le module k& on le précise : par exemple dn(#, k) semble

que la notation dn vienne de Iécart Af = Aamu).

¢ di
Quelques dérivées : 0n 4 évidemment 2 partir de u(0)= j \//,-7’— :
0 J1-k¥sin’t

du 1 1 4o _damu

:/——'—":-———_—__‘)————
46 J1_ptsin?6 dny  du  du

on dérive donc COS( amu ) =Ccny

=dnu ;

denu ‘ damu
y :*sm(amu)’-—-:—snudnu :
u

du




